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RESUMO
O politopo de emparelhamentos de um grafo G, M(G), e´ o fecho convexo dos vetores de
incideˆncia de emparelhamentos de G. O esqueleto deste politopo, G(M(G)), e´ o grafo cujos ve´rtices e
arestas sa˜o, respectivamente, os ve´rtices e arestas de M(G). Neste trabalho calculamos o grau do ve´rtice
do esqueleto correspondente ao emparelhamento vazio. Mostramos que, dado qualquer subgrafo pro´prio H
de um grafo G, o grau de um ve´rtice de G(M(H)) e´ estritamente menor que o grau deste em G(M(G)).
Ale´m disso, determinamos o nu´mero de ve´rtices e o grau mı´nimo (e ma´ximo, em alguns casos) do esqueleto
do politopo de emparelhamentos de grafos pertencentes a duas classes: a primeira, constituı´da por grafos
unicı´clicos obtidos pela adic¸a˜o de uma aresta entre dois ve´rtices na˜o adjacentes de um caminho; a segunda,
dada por grafos resultantes da ligac¸a˜o de um dado ve´rtice a todos os ve´rtices de uma estrela.
PALAVRAS CHAVE. Politopo de emparelhametos, Nu´mero de ve´rtices, Grau mı´nimo.
TAG - Teoria e Algoritmos em Grafos.
ABSTRACT
The matching polytope of a graphG,M(G), is the convex hull of incidence vectors of matchings
ofG. The skeleton of this polytope, G(M(G)), is the graph whose vertices and edges are respectively vertices
and edges ofM(G). Here we determine the degree of the vertex of the skeleton corresponding to the empty
matching. And we prove that, given a proper subgrah H of a graph G, the degree of a vertex of G(M(H))
is strictly less than the degree of this vertex in G(M(G)). Furthermore, we compute the number of vertices
and minimum degree (and maximum, in particular cases) of the skeleton of the matching polytope of graphs
for two classes: the first one constituted by unicyclic graphs obtained by adding an edge between two non
adjacent vertices of a path and, the second one, whose graphs result from connecting a given vertex to the
vertices of a given star.
KEYWORDS. Matching polytope, Number of vertices, Minimum degree.
TAG - Theory and Algorithms in Graphs.
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Introduc¸a˜o
Um subconjunto P ⇢ Rn e´ um politopo se e´ o fecho convexo de um conjunto finito
de pontos em Rn, isto e´, P = conv{x1, . . . , xr}, para x1, . . . , xr 2 Rn. Trata-se de um ob-
jeto geome´trico estudado desde a antiguidade, e a beleza de sua teoria e´ complementada pela im-
portaˆncia para muitas a´reas da matema´tica, tais como otimizac¸a˜o combinato´ria, geometria alge´brica
e topologia alge´brica. O Teorema de Euler, que relaciona o nu´mero de ve´rtices, arestas e faces de
politopos tridimensionais, e´ considerado por muitos estudiosos como marco inicial na teoria dos
politopos. Dado um politopo P , o esqueleto de P e´ o grafo G(P) cujos ve´rtices e arestas sa˜o, res-
pectivamente, os ve´rtices e as arestas de P . Para ver estes e outros conceitos sobre politopos, veja
[Grunbaum, 2003].
SejaG um grafo simples e na˜o orientado, com conjunto de ve´rtices V = {v1, v2, . . . , vn}
e conjunto de arestasE, formado por pares na˜o ordenados {vi, vj} de ve´rtices distintos. Denotamos
a aresta {vi, vj} simplesmente por vivj e, neste caso, dizemos que a aresta incide tanto no ve´rtice vi
quanto no ve´rtice vj . Tambe´m dizemos que os ve´rtices vi e vj sa˜o ve´rtices adjacentes, denotando
este fato por vi ⇠ vj . O conjunto dos ve´rtices adjacentes a um ve´rtice vi sera´ representado por
N(vi). Duas arestas distintas sa˜o adjacentes se incidem em um mesmo ve´rtice; caso contra´rio, elas
dizem-se disjuntas. Uma cadeia de n ve´rtices (ou, de n   1 arestas) distintos e consecutivamente
adjacentes forma um caminho, o qual sera´ denotado por Pn. Um emparelhamento de G e´ um
conjunto de arestas duas a duas disjuntas, podendo ser vazio, sendo neste caso denotado por ?.
Dado um emparelhamento M de G, um ve´rtice v 2 V diz-se M -saturado se alguma aresta de
M incide em v. Caso contra´rio, v e´ dito M -insaturado. Para mais detalhes sobre grafos, pode-se
consultar [Diestel, 2000].
Em otimizac¸a˜o combinato´ria ha´ va´rios problemas importantes relativos a emparelhamen-
tos de grafos, como por exemplo: problemas de atribuic¸a˜o/designac¸a˜o, problemas de escalona-
mento, problemas de cobertura, etc. Dados um grafo G = (V,E) e uma func¸a˜o p : E ! R+
que atribui pesos a`s arestas de G, atribui-se a um subconjunto F ⇢ E o valor p(F ) =Pe2F p(e),
chamado de peso de F . Em geral, o problema consiste em se obter um emparelhamentoM do grafo
que tenha peso p(M) mı´nimo ou ma´ximo. Em particular, determinar
max{p(M) : M emparelhamento de G}. (1)
Este problema pode ser formulado como um problema de otimizac¸a˜o linear inteira, as-
sociando a cada emparelhamento M do grafo seu vetor de incideˆncia  M , em {0, 1}E , definido
por
 M (e) =
⇢
1, se e 2M ;
0, caso contra´rio.
Considerando a relaxac¸a˜o linear de  M , ou seja,  M 2 RE tal que 0   M (e)  1 8e 2 E, e
considerando p como um vetor em RE , temos que p(M) = pT M . Portanto, o problema (1) pode
ser reescrito como obter
max{pT M : M emparelhamento de G}. (2)
Isso equivale a maximizar a func¸a˜o linear pTx sobre o conjunto finito { M : M emparelhamento deG}.
Assim, o valor o´timo na˜o muda se maximizarmos sobre o fecho convexo deste conjunto:
max{pTx : x 2 conv{ M : M emparelhamento de G}}. (3)
O conjunto conv{ M : M emparelhamento de G} e´ um politopo em RE , denotado por
M(G). SendoM(G) um politopo, existe uma matriz A e um vetor b tais que
M(G) = conv{ M : M emparelhamento de G} = {x 2 RE : x   0, Ax  b}.
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Logo, (3) e´ equivalente a
max{pTx : x   0, Ax  b}, (4)
mostrando que o problema inicial (1) pode ser formulado como um problema de programac¸a˜o linear.
O problema de atribuic¸a˜o, por exemplo, pode ser descrito utilizando-se o exemplo de
designac¸a˜o de atividades a pessoas. A atividade deve ser designada a apenas uma pessoa, e cada
pessoa pode ter no ma´ximo uma atividade. Supondo que existe um valor associado a cada possı´vel
designac¸a˜o de atividade a`s pessoas, o problema consiste em encontrar a melhor designac¸a˜o em
termos de valor (pode ser custo mı´nimo, lucro ma´ximo, etc), e a soluc¸a˜o e´ equivalente a encontrar
um emparelhamento perfeito de custo ma´ximo/mı´nimo em um grafo bipartido.
Neste trabalho estamos interessados no esqueleto deste tipo especial de politopo, obtido
a partir dos emparelhamentos de um grafo. Dado um grafo G = (V,E), consideremos o espac¸o
vetorial RE , das func¸o˜es de E em R, que tem dimensa˜o m = |E|. Uma vez estabelecida uma
ordenac¸a˜o e1, e2, . . . , em no conjunto das arestas E do grafo, cada vetor f de RE esta´ unicamente
associado ao vetor w = (f(e1), . . . , f(em)) de Rm. Deste modo, na˜o faremos distinc¸a˜o entre f e
w. Se F e´ subconjunto de E, definimos o vetor de incideˆncia  F de F por
 F (e) =
⇢
1, se e 2 F ;
0, caso contra´rio.
Como  F e´ unicamente determinado por F , na˜o faremos distinc¸a˜o entre  F e F . Note que se
E = ?, |E| = 0 e, portanto, RE so´ possui o vetor nulo, que e´ vetor de incideˆncia do u´nico
emparelhamento existente (o emparelhamento vazio). Ale´m disso, o vetor 1 = (1, 1, . . . , 1) e´ o
vetor de incideˆncia de E, e o i-e´simo vetor canoˆnico de Rm e´ o vetor de incideˆncia da i-e´sima
aresta ei de E.
Definic¸a˜o 1.1. Seja G um grafo. O politopo de emparelhamentos de G, denotado por M(G), e´ o
fecho convexo dos vetores de incideˆncia de emparelhamentos de G.
Exemplo 1.2. No grafo completoK3, as arestas e1, e2 e e3 sa˜o duas a duas adjacentes, de modo
que ha´ somente os emparelhamentos ?, {e1}, {e2} e {e3}. Portanto,M(K3) = conv{(0, 0, 0),
(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} e´ um tetraedro em R3. Neste caso, G(M(K3)) = K4.
Figura 1: K3 e G(M(K3))
Ao nos referirmos ao esqueleto G(M(G)), diremos com frequeˆncia que dois emparelha-
mentosM e N sa˜o ve´rtices adjacentes em G(M(G)), ao inve´s de dizer que  M e  N sa˜o ve´rtices
adjacentes deste grafo. O grau de um emparelhamento M , denotado por d(M), e´ definido como
sendo o grau do ve´rtice correspondente aM em G(M(G)).
Os pro´ximos resultados da˜o condic¸o˜es necessa´rias e suficientes para que dois emparelha-
mentos sejam adjacentes emM(G) e permitem determinar quando dois ve´rtices sa˜o adjacentes no
esqueleto G(M(G)). No enunciado destes,M N denota a diferenc¸a sime´trica entre dois empare-
lhamentosM e N de um grafo G.
Teorema 1.3. [Chva´tal, 1975] Dois emparelhamentos distintos M e N de um grafo G sa˜o adja-
centes no politopo de emparelhamentosM(G) se, e somente se, a diferenc¸a sime´tricaM N e´ um
grafo conexo.
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Teorema 1.4. [Schrijver, 2003] Sejam M e N emparelhamentos distintos de um grafo G. Enta˜o,
M e N sa˜o ve´rtices adjacentes emM(G) se, e somente se,M N e´ um caminho ou um ciclo.
Exemplo 1.5. Considere a a´rvore T e seus emparelhamentos, dados na Figura 2. Sendo T uma
a´rvore, Mi Mj (para i 6= j) nunca sera´ um ciclo. Logo, neste caso, Mi ⇠ Mj se, e somente se,
Mi Mj forma um caminho. Note, por exemplo, que M1 ⇠ M2 em G(M(T )), pois M1 M2 e´ o
caminho P = e1e2; mas M1 6⇠ M3 em G(M(T )), pois M1 M3 e´ desconexo. O grafo G(M(T ))
e´ apresentado na Figura 3.
Figura 2: A´rvore T e seus emparelhamentos
Figura 3: G(M(T ))
Lembremos que, uma aplicac¸a˜o ' de um subespac¸o afim de Rn em Rm e´ uma aplicac¸a˜o
afim se preserva combinac¸o˜es afins, isto e´, '(
Pk
i=1  ixi) =
Pk
i=1  i'(xi), onde
Pk
i=1  i = 1. Se
' e´ uma aplicac¸a˜o afim e tambe´m uma bijec¸a˜o, enta˜o ' e´ um isomorfismo afim. Segundo [Costa
et al., 2008], quando T e´ uma a´rvore, existe um isomorfismo afim entre o politopo M(T ) e o
politopo acı´clico de Birkhoff, definido a seguir.
Definic¸a˜o 1.6. Seja T uma a´rvore com ve´rtices v1, v2, . . . , vn. O politopo acı´clico de Birkhoff,
⌦n(T ), e´ o conjunto das matrizes duplamente estoca´sticas tais que, cada entrada positiva de uma
matriz A de ⌦n(T ) esta´ ou na diagonal principal ou em uma posic¸a˜o (i, j) que corresponde a uma
aresta vivj da a´rvore T .
Exemplo 1.7. Considere o caminho P5 dado pela cadeia de ve´rtices v1v2v3v4v5. Como as arestas
de P5 sa˜o v1v2, v2v3, v3v4 e v4v5, o politopo acı´clico de Birkhoff ⌦5(P5) e´ o conjunto formado
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pelas matrizes 266664
1  x1 x1 0 0 0
x1 1  x1   x2 x2 0 0
0 x2 1  x2   x3 x3 0
0 0 x3 1  x3   x4 x4
0 0 0 x4 1  x4
377775 ,
onde cada varia´vel xi corresponde a` aresta vivi+1 de P5 e essas varia´veis devem satisfazer
0  xi  1, x1 + x2  1, x2 + x3  1, x3 + x4  1. Portanto, segue que ⌦5(P5) = M(P5),
onde
M(P5) = {x = (x1, x2, x3, x4) 2 R4 : x   0, x1 + x2  1, x2 + x3  1, x3 + x4  1}.
Na Figura 4 temos o caminho P5 com seus oito emparelhamentos, e na Figura 5, o esqueleto
G(⌦5(P5)).
Figura 4: P5 e seus emparelhamentos Figura 5: G(⌦5(P5))
O esqueleto do politopo acı´clico de Birkhoff foi estudado tambe´m em [Abreu et al., 2014]
e [Fernandes, 2015], tendo sido obtidos alguns resultados sobre a estrutura desse grafo. O teorema
a seguir da´ o grau mı´nimo de G(⌦n(T )).
Teorema 1.8. [Abreu et al., 2014] Se T e´ uma a´rvore com n ve´rtices, enta˜o o grau mı´nimo de um
ve´rtice em G(⌦n(T )) e´ n  1.
Neste trabalho estendemos o teorema acima, provando que o grau mı´nimo do esqueleto
G(M(G)) continua sendo igual ao nu´mero de arestas do grafo G, para grafos G pertencentes a
determinadas classes de grafos. No caso do grau ma´ximo, foram obtidos resultados para classes
especı´ficas de a´rvores.
Teorema 1.9. [Abreu et al., 2014] Para o caminho Pn, com n   2 ve´rtices, tem-se que o grau
ma´ximo de G(⌦n(Pn)) e´ igual a
 G(⌦n(Pn)) =
(
n2+4n 5
8 , se n e´ ı´mpar;
n2+6n 8
8 , se n e´ par.
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Uma a´rvore T que possui no ma´ximo um ve´rtice de grau maior que 2 diz-se uma starlike.
Teorema 1.10. [Fernandes, 2015] Seja T uma starlike com n+1   3 e seja v um ve´rtice de T de
grau ma´ximo. Assuma que todos os ramos de T em v teˆm comprimento r. Enta˜o, o grau ma´ximo
de G(⌦n(T )) e´ dado por
 G(⌦n(T )) =
8><>:
n+ 1  (r+1)24 + 3n(r
2 1)
8r , se r e´ ı´mpar;
(r+2)(3n 2r+4)
8   1, se r e´ par.
Na pro´xima sec¸a˜o iremos apresentar alguns resultados por no´s obtidos acerca do grau
de um ve´rtice do esqueleto do politopo de emparelhamentos de um grafo. Tais resultados sera˜o
importantes para os ca´lculos apresentados nas sec¸o˜es subsequentes.
Propriedades do Grafo G(M(G))
Iniciamos esta sec¸a˜o apresentando uma condic¸a˜o necessa´ria para que dois emparelhamen-
tos, de um grafo qualquerG, sejam adjacentes em G(M(G)). Tal condic¸a˜o sera´ de grande utilidade
para se obterem ve´rtices adjacentes, a um dado ve´rtice, no esqueleto.
Proposic¸a˜o 2.1. Sejam G um grafo e M e N dois emparelhamentos distintos de G. Se M e´
adjacente a N em G(M(G)), enta˜o ||M |  |N || = 0 ou ||M |  |N || = 1.
Demonstrac¸a˜o. Sejam G um grafo eM e N dois emparelhamentos de G tais queM e´ adjacente a
N em G(M(G)). Pelo Teorema 1.4, tem-se que M N e´ um ciclo ou um caminho em G (com as
arestas se alternando nos conjuntosM eN ). Portanto, seM N = Cn, enta˜o n e´ par e |M | = |N |;
seM N = Pn e n e´ ı´mpar, enta˜o |M | = |N |; e seM N = Pn e n e´ par, enta˜o ||M |  |N || = 1.
Logo, ||M |  |N || = 0 ou ||M |  |N || = 1.
Como aplicac¸a˜o imediata desta proposic¸a˜o, calculamos o grau do ve´rtice, do esqueleto do
politopo, correspondente ao emparelhamento vazio.
Corola´rio 2.2. Se G e´ um grafo eM = ?, enta˜o d(M) e´ igual ao nu´mero de arestas de G.
Uma consequeˆncia na˜o ta˜o imediata da Proposic¸a˜o 2.1, mostra a variac¸a˜o do grau de um
ve´rtice, do esqueleto G(M(G)), quando acrescentamos arestas no grafo G. Dados um ve´rtice u de
um grafo G e um ve´rtice v na˜o adjacente a u (podendo v ser ou na˜o ve´rtice de G), seja G˜ o grafo
obtido deG pela adic¸a˜o da aresta uv. Enta˜o, um emparelhamentoM deG e´ um emparelhamento de
G˜. Ale´m disso, seN e´ um emparelhamento deG tal queM ⇠ N em G(M(G)), enta˜oM ⇠ N em
G(M(G˜)). Vamos mostrar que, neste caso, o grau deM em G(M(G˜)) e´ pelo menos uma unidade
maior do que o grau deM em G(M(G)).
Proposic¸a˜o 2.3. Sejam G um grafo, u um ve´rtice de G e M um emparelhamento de G. Se v e´ um
ve´rtice na˜o adjacente a u e G˜ e´ o grafo obtido adicionando-se a G a aresta uv, enta˜o
dG(M(G˜))(M)   dG(M(G))(M) + 1.
Demonstrac¸a˜o. Seja v um ve´rtice na˜o adjacente a u, que pode pertencer ou na˜o a G, e seja G˜
o grafo obtido de G pela adic¸a˜o da aresta e = uv. Seja M um emparelhamento de G. Caso
M = ?, segue do Corola´rio 2.2, que dG(M(G˜))(M) = |E(G)| + 1 = dG(M(G))(M) + 1. Assim,
podemos supor queM seja na˜o vazio. Como observado anteriormente, todo emparelhamento de G
e´ tambe´m um emparelhamento de G˜. Logo, para mostrar que dG(M(G˜))(M)   dG(M(G))(M) + 1,
e´ suficiente verificar que existe um emparelhamento N de G˜, adjacente aM em G(M(G˜)), tal que
N 6⇢ E(G). Para obtermos um tal emparelhamento N , iremos analisar os casos em que os ve´rtices
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u ou v sa˜o saturados, ou na˜o, porM . Note que, caso v na˜o seja ve´rtice de G, necessariamente sera´
M -insaturado. Suponha primeiro que ambos os ve´rtices u e v sejam M -insaturados. Considere
o emparelhamento N = M [ {e}. Neste caso, tem-se que N 6⇢ E(G) e, como M N = {e},
N ⇠ M em G(M(G˜)). Agora, suponha que u, ou v, seja saturado por M . Seja L o conjunto
das arestas de M que incidem ou em u ou em v (note que |L| = 1 ou |L| = 2) e considere o
emparelhamentoN = (M\L)[{e}. Como no caso anterior,N 6⇢ E(G) eN ⇠M em G(M(G˜)),
poisM N = L [ {e} e´ um caminho em G. Logo, dG(M(G˜))(M)   dG(M(G))(M) + 1.
Como consequeˆncia da proposic¸a˜o anterior, obtemos que o grau de um ve´rtice do esque-
leto do politopo de emparelhamentos de qualquer subgrafo pro´prio de um grafo G e´ estritamente
menor que o grau deste ve´rtice no esqueleto do politopo de emparelhamentos de G.
Corola´rio 2.4. Seja H um subgrafo pro´prio de um grafo G, e seja M um emparelhamento de H .
Enta˜o
dG(M(G))(M)   dG(M(H))(M) + |E(G)|  |E(H)|.
Note que, para o emparelhamentoM = ?, a igualdade e´ satisfeita neste corola´rio.
Ve´rtices do Esqueleto G(M(P in,t))
Definimos nesta sec¸a˜o uma classe de grafos obtidos da adic¸a˜o de uma aresta entre dois
ve´rtices na˜o adjacentes de um caminho, resultando em um grafo unicı´clico.
Definic¸a˜o 3.1. Sejam t   2 um nu´mero inteiro e Pn = v1v2 . . . vn um caminho com n   t + 1
ve´rtices. Definimos P in,t como sendo o grafo obtido de Pn ao adicionar a aresta vivi+t, para
i 2 {1, . . . , n  t}.
O grafo P in,t e´ unicı´clico, cujo ciclo tem comprimento t+ 1. Se i = 1 e t = n  1, P in,t e´
o ciclo Cn. Na Figura 6 temos o grafo P 39,3.
Figura 6: O grafo P 39,3
Ao removermos de P in,t os ve´rtices vi e vi+t, obtemos um grafo com no ma´ximo treˆs
componentes conexas na˜o vazias, que sa˜o os caminhos Pi 1, Pt 1 e Pn i t, onde P0 = ?.
A sequeˆncia de Fibonnaci e´ a sequeˆncia recursiva (fn)n2N definida da seguinte forma:
f1 = f2 = 1 e fk = fk 1+fk 2, para k   3. Em [Dahl, 2004] provou-se que, para o caminho Pn,
o nu´mero de ve´rtices do politopo G(M(Pn)) e´ igual ao (n+ 1)-e´simo termo fn+1 da sequeˆncia de
Fibonacci. Usando este resultado, encontramos o nu´mero de ve´rtices do grafo G(M(P in,t)).
Proposic¸a˜o 3.2. O nu´mero de ve´rtices do grafo G(M(P in,t)) e´ dado por fn+1 + fiftfn+1 (i+t),
onde fk e´ o k-e´simo nu´mero de Fibonacci.
Demonstrac¸a˜o. Como P in,t e´ o grafo obtido do caminho Pn adicionando-se a aresta e = vivi+t, o
nu´mero de emparelhamentos de P in,t e´ o nu´mero de emparelhamentos de Pn (a saber, fn+1), mais
o nu´mero de emparelhamentos de P in,t que conteˆm a aresta e.
Os emparelhamentos de P in,t que conteˆm a aresta e sa˜o do tipo M [ {e}, para algum
emparelhamento M de Pi 1 [ Pt 1 [ Pn i t. Como o nu´mero de emparelhementos de Pi 1 [
Pt 1 [ Pn i t e´ fiftfn+1 (i+t), concluı´mos a prova.
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Corola´rio 3.3. O nu´mero de ve´rtices do grafo G(M(Cn)) e´ fn 1 + fn+1.
Exemplo 3.4. Para o grafo P 39,3, temos n = 9, t = 3 e i = 3 (ver Figura 6). Assim, o nu´mero de
ve´rtices de G(M(P 39,3)) e´ f10 + f3f3f4 = 67, dado que f10 = 55, f3 = 2 e f4 = 3.
Teorema 3.5. O grau mı´nimo do grafo G(M(P in,t)) e´ igual a n, que por sua vez e´ igual ao nu´mero
de arestas do grafo P in,t.
Demonstrac¸a˜o. Seja M um emparelhamento qualquer de P in,t. Se M = ?, do Corola´rio 2.2,
dG(M(P in,t))(M) = n.
Suponha queM 6= ? eM ⇢ E(Pn). Do Teorema 1.8, dG(M(Pn))(M)   n  1, nu´mero
de arestas de Pn. Da Proposic¸a˜o 2.3, dG(M(P in,t))(M)   n.
Suponha que e = vivi+t 2 M . Note que M\{e} e´ um emparelhamento do grafo desco-
nexo formado pelas componentes disjuntas Pi 1, Pt 1 e Pn i t, e que os emparelhamentos de P in,t
ou esta˜o contidos em Pi [ Pt 1 [ Pn i t, ou conte´m alguma aresta incidindo em vi ou em vi+t.
Se NPi 1 e´ um emparelhamento adjacente a M \ Pi 1 em G(M(Pi 1)), enta˜o N = NPi 1 [
(M\Pi 1) e´ adjacente aM em G(M(P in,t)). Do Teorema 1.8, dG(M(Pi 1))(M\Pi 1)   |E(Pi 1)|.
Procedendo da mesma forma com Pt 1 e Pn i t obtemos, pelo menos, n   |L| emparelhamentos
adjacentes aM , onde L e´ o conjunto de arestas de P in,t incidentes ou a vi ou a vi+t:
dG(M(Pi 1))(M \ Pi 1) + dG(M(Pt 1))(M \ Pt 1) + dG(M(Pn i t))(M \ Pn i t)  
  |E(Pi 1)|+ |E(Pt 1)|+ |E(Pn i t)| = n  |L|.
Visto que tais emparelhamentos esta˜o contidos em Pi 1 [ Pt 1 [ Pn i t, nenhum deles possui
aresta em L. Seja f uma aresta de L eN = M 0 [ {f}, ondeM 0 e´ o conjunto das arestas deM que
na˜o sa˜o incidentes a f . SendoM N conexo, do Teorema 1.3,N e´ adjacente aM . Assim, teremos
mais |L| emparelhamentos adjacentes aM . Logo, d(M)   (n  |L|) + |L| = n.
Corola´rio 3.6. O grau mı´nimo do grafo G(M(Cn)) e´ igual ao nu´mero de arestas do ciclo Cn.
Exemplo 3.7. O grafo P 25,2 da Figura 7 tem 9 emparelhamentos, M0 = ?; M1 = {v1v2}; M2 =
{v2, v3}; M3 = {v3v4}; M4 = {v4v5}; M5 = {v1v2, v3v4}; M6 = {v1v2, v4v5}; M7 =
{v2v3, v4v5} e M8 = {v2v4}. Ja´ o grafo G(M(P 25,2)) tem grau mı´nimo 5, cujos ve´rtices cor-
respondentes sa˜o dados pelos emparelhamentosM0,M1,M4 eM6.
Figura 7: P 25,2 e G(M(P 25,2))
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Ve´rtices do Esqueleto G(M(K1,1,p))
Para p   1, seja K1,1,p o grafo obtido pela junc¸a˜o de um ve´rtice isolado com os ve´rtices
de uma estrela S1,p. Tal grafo e´ conhecido por book triangular.
Denote por f a aresta comum aos p triaˆngulos do grafo K1,1,p, que resulta da ligac¸a˜o do
ve´rtice isolado com o centro da estrela. Para cada ve´rtice vi na˜o saturado por f , denote por ei e
e0i as duas arestas que incidem em vi (ver Figura 8). No que segue, iremos supor que as arestas ei
incidem no mesmo ve´rtice u da aresta f , e que as arestas e0i incidem no ve´rtice w de f .
Exemplo 4.1. Na Figura 8 temos o grafoK1,1,6.
Figura 8: O grafoK1,1,6
O teorema a seguir da´ o nu´mero de emparelhamentos de K1,1,p, ou equivalentemente, o
nu´mero de ve´rtices de G(M(K1,1,p)), e os graus mı´nimo e ma´ximo deste grafo.
Teorema 4.2. O nu´mero de ve´rtices do esqueleto G(M(K1,1,p)) e´ p2 + p + 2. Para este grafo,
tem-se que seus graus mı´nimo e ma´ximo sa˜o, respectivamente,   = 2p+ 1 e   = p2 + p+ 1.
Demonstrac¸a˜o. Os emparelhamentos de K1,1,p sa˜o o vazio e aqueles formados por uma ou duas
arestas. O nu´mero de emparelhamentos formados por quaisquer duas arestas e´ p(p  1). Como este
grafo possui 2p+1 arestas, concluı´mos que o nu´mero de ve´rtices de G(M(K1,1,p)) e´ p(p   1) +
2p+ 1 + 1 = p2 + p+ 2.
Se M = ?, do Corola´rio 2.2, d(M) e´ igual ao nu´mero de arestas de K1,1,p, isto e´,
d(M) = 2p+ 1.
Para M = {ei}, temos que N(M) = {?, {ej : j 6= i}, {e0i}, {f}, {ei, e0j : j 6=
i}, {ej , e0i : j 6= i}}. Portanto, d(M) = 1 + (p   1) + 1 + 1 + (p   1) + (p   1) = 3p.
Analogamente, seM = {e0i}, enta˜o d(M) = 3p.
SeM = {f}, enta˜oM e´ adjacente a todos os demais emparelhamentos deK1,1,p.
Assim, d(M) = p2 + p+ 1.
Por fim, se p   2 e M = {ei, e0j}, sejam es e e0t as arestas de K1,1,p tais que eiese0je0t
forma um ciclo C4. Temos que N(M) = {{f}, {ei}, {e0j}, {es}, {e0t}, {ei, e0w : w 6= j, w 6=
t}, {ek, e0j : k 6= i, k 6= s}, {es, e0w : w 6= j}, {ek, e0t : k 6= i, k 6= s}}. Portanto, d(M) =
5 + (p  2) + (p  2) + (p  1) + (p  2) = 4p  2.
Exemplo 4.3. Na Figura 9 sa˜o dados os grafosK1,1,2 e G(M(K1,1,2)). Este u´ltimo com 22 + 2+
2 = 8 ve´rtices, grau mı´nimo   = 2.2 + 1 = 5 e grau ma´ximo   = 22 + 2 + 1 = 7.
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Figura 9: K1,1,2 e G(M(K1,1,2))
Considerac¸o˜es Finais
Pode-se notar que determinar o grau mı´nimo ou o grau ma´ximo do esqueleto G(M(G))
na˜o e´ um problema fa´cil, dado que tais grafos sa˜o, em geral, de ordem muito grande. Por isso,
determinar estes graus quando G pertence a uma classe especial de grafos e´ um resultado interes-
sante, mesmo que G seja de ordem relativamente pequena. Ainda, sa˜o necessa´rios resultados mais
gerais sobre o grau de um ve´rtice do esqueleto. De fato, para os ca´lculos apresentados nas duas
u´ltimas sec¸o˜es, foram usados tanto resultados conhecidos acerca de grau de ve´rtices do esqueleto
G(M(T )), quando T e´ uma a´rvore, como os novos resultados, obtidos na Sec¸a˜o 2. Como proposta
para trabalhos futuros, pretende-se obter resultados mais gerais sobre o grau de um ve´rtice do es-
queleto G(M(G)), ale´m de encontrar o grau mı´nimo deste grafo, no caso em que G e´ um grafo
qualquer.
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